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Аннотатция: 

Настоящая работа посвящена расширению формулы 

Эйлера-Маклорена в пространстве . Оптимальная 

квадратурная формула получена минимзируя 

погрешности формулы по коэффициентам при значений 

первого производного подынтегральной функции. 

Используя дискретную аналог оператора получены явные 

формулы для коэффициентов оптимальной квадратурной 

формулы. 

Кроме того, что погрешность построенной квадратурной 

формулы меньше чем погрешность кадратурной формулы 

Эйлера-Маклорена на пространстве 
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---------------------------------------------------------------------***-------------------------------------------------------------------

ВВЕДЕНИЕ 

Известно, что квадратурные и кубатурные формулы являются методами приближенной оценки 

определенных интегралов. Кроме того, и что еще более важно, квадратурные формулы 

предоставляют основной и важный инструмент для численного решения дифференциальных и 

интегральных уравнений. Теория кубатурных формул состоит в основном из трех разделов, 

касающихся точных формул, формул, основанных на функционально-аналитических методах, и 

формул, основанных на вероятностных методах. В функционально-аналитических методах 

погрешности между интегральной и соответствующей кубатурной суммой рассматривается как 

линейный функционал на банаховом пространстве и оценивается по норме функционала 

погрешности в сопряженном банаховом пространстве. Норма функциональной ошибки зависит от 

коэффициентов и узлов формулы. Задача нахождения минимума нормы функционала погрешности 

по коэффициентам и узлам называется задачей С. М. Никольского, а полученная формула называется 

оптимальной формулой в смысле Никольского. Минимизация нормы функционала погрешности с 

помощью коэффициентов при фиксированных узлах называется проблема Сарда. И полученная 

формула называется оптимальная формула в смысле Сарда. Сначала эта проблема была изучена 

А.Сардом. Решая эти задачи в различных пространствах дифференцируемых функций, получены 

различные типы оптимальных формул численного интегрирования.  

Квадратурные формулы Эйлера-Маклорена можно рассматривать как расширение формулы 

трапеции путем включения поправочных членов. Следует отметить, что в приложениях и при 



CENTRAL ASIAN JOURNAL OF MATHEMATICAL THEORY AND COMPUTER SCIENCES Vol: 03 Issue: 04 | Apr 2022 
 

© 2022, CAJMTCS    |   CENTRAL ASIAN STUDIES   www.centralasianstudies.org     ISSN: 2660-5309   |   115 

 
 

 

Copyright (c) 2022 Author (s). This is an open-access article distributed under the terms of Creative Commons 

Attribution License (CC BY).To view a copy of this license, visit https://creativecommons.org/licenses/by/4.0/ 

 

решении практических задач численные формулы интегрирования интересны для функций с малой 

гладкостью. 

Настоящая статья также посвящена расширению формулы Эйлера-Маклорена. 

Рассмотрим квадратурную формулу вида  

 
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5[ ]C   - неизвестные коэффициенты формулы (1), и их следует найти, 
1

=h
N

, N  - натуральное 

число.Предположим, что подынтегральное выражение   принадлежит 
(6,5)

2 (0,1)W , где через 

(6,5)

2 (0,1)W  мы обозначаем класс всех функций  , определенных на [0,1] , которые обладают 

абсолютно непрерывной пятой производной и чья шестая производная которого находится в 
2(0,1)L

. Класс 
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является гильбертовым пространством, если мы отождествляет функции, которые отличаются 

линейной комбинацией 
2 3 41, , , ,x x x x  и 

xe
.Здесь в гильбертовом пространстве 

(6,5)

2 (0,1)W  мы 

рассматриваем соответствующую норму  
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 (7) 

называется функционалом погрешности квадратурной формулы (1), где [0,1]( )x  - индикатор 

интервала [0,1]  и   - дельта-функция Дирака. Значение ( , )  функционала погрешности  в 

функции   определяется как ( , ) = ( ) ( ) .x x dx 


  

Известно, что погрешность формулы (1) по неравенству Коши-Шварца оценивается с помощью 

нормы функционала погрешности, т.е. 

(6,5) (6,5)*

2 2| ( , ) | | (0,1) | (0,1) .W W  P P P P  

где | ( , ) | - погрешность формулы (1), 
(6,5)*

2 (0,1)W ) – сопряженное пространство к пространству 

(6,5)

2 (0,1)W . 

Квадратурная формула вида (1) с коэффициентами 
5[ ]C  , которая дают минимум норме 

функционала погрешности называется оптимальной квадратурной формулой типа Эйлера-

Маклорена. Оптимальная формула вида (1) построена в работе [1]. В той же работе для нормы 

функционала погрешности  квадратурной формулы получено следующее выражение 
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Там же с помощью минимизации нормы функционала погрешности по
5[ ]C   получена следующая 

система 
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где а правая часть (9) выражается формулой 
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В системе (9)-(10) неизвестными являются 
5[ ]C  , = 0,1,...,N .В работе [1] система (9)-(10) 

полностью решена. 

В работе [1] получены следующие явные формулы для оптимальныхкоэффициентов 5[ ]C   (Теорема 

3 работы [1]): 
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Цельюнастоящейработыявляетсявычислениенормыоптимальногофункционала погрешности (7). 

Имеет место следующее 

Теорема 1. Квадрат нормы функционала погрешности (7) для оптимальной квадратурной формулы 

(1) с коэффициентами (2), (3), (4) и (13) на пространстве 
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где ( )F h  определяется как (11).  

Следовательно, учитывая (9), мы имеем  
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



     


  

 Учитывая (11) и 6 ( )G x , используя (14) для 
1 2 3 4 5 6 7 8 9 10, , , , , , , , ,A A A A A A A A A A  

и 
11A , мы получить  

2 2 2 3

1 2

4 5 6 8

1 ( 1) (5 2 5) ( 1)
= (1

2 1 12( 1) 12( 1)

( 1)
),

720 720( 1) 4320 518400

h h h h

h h h

h

h

e h e h e e h e
A

e e e e

h h e h h

e

    
   

  


   



 

2 2 2 2 4

2 2

6 8 10

(1 ) ( 1) ( 1) 245017 7603
=

2(1 ) 8 ( 1) 2177280 1209600

11 11 2331157
,

48384 1451520 4790016 13305600

h h

h h

h e h e e h h
A

e e e

h h h

  
   

 

   
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4 4
1 4

3

5923
= ,

288 288 725760

h h
A e e h    

8 8
1 8

4

7
= ,

1036800 1036800 3110400

h h
A e e h    

3 2
2 4

5

8 10
6

426457 ( 1)( 1) 5923
=

4354560 48 ( 1) 725760

47
,

345600 311040 14515200
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h

 
   



  

5 2 10
4 6 8

6

5923 ( 1)(1 ) 47 7
= ,
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 
   
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6 6
1 6

7

47
= ,

17280 17280 345600

h h
A e e h  

2
2 4 6

8

8 10

( 1)(1 ) 426457 5923 47
=

4 ( 1) 4354560 3628800 1209600

15636757
,

1036800 47900160 13305600

h

h

h e e
A h h h

e e

h h

 
    



  

 

2 2
1 2

9

426457
= ,

24 24 4354560

h h
A e e h    

4 4
1 4

10

5923
= ,

1440 1440 3628800

h h
A e e h    

1

11

1 1 15636757
= .

2 2 13305600
A e e    

 Далее, поместив последние равенства в (15) и после некоторых упрощений  

2
(6,5)* 2 4 6

2

8 10

1 1 1 1
| (0,1) = 1

2 12 720 30240

1 1
.

1209600 47900160 1h

W h h h h

h
h h

e

    

  


 

Следовательно, используя хорошо известную формулу 
=0

= ,
1 !

nn

x
n

x B
x

e n




 | |< 2x  , получаем (14). 

Теорема 1 доказана.  

Замечание 1. Следует отметить, что оптимальность классического Эйлера-Маклорена была доказана 

и погрешности этой квадратурной формулы была вычислена в 
( )

2

mL , где 
( )

2

mL  - это пространство 
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функций, интегрируемых в квадрат с m  -й обобщенной производной. Мы получаем оптимальность 

формулы Эйлера-Маклорена  

1

0

1 1
( ) (0) ( ) (2 ) ... ( ( 1)) (1)

2 2
x dx h h h h N     

 
        

 
  

2 4 6
(5) (5)= ( (0) (1)) ( (0) (1)) ( (0) (1)),

12 720 30240

h h h
             (17) 

 в пространстве 
(6)

2 (0,1)L . Кроме того, для квадрата нормы функционала погрешности справедливо 

следующее  

 
(6)* 2 12

2

691
| (0,1) = .

1307674368000
L hP P  (18) 

Сравнение равенств (14) и (18) показывает, что погрешность оптимальной квадратурной формулы 

вида (1) на пространстве 
(6,5)

2 (0,1)W  меньше погрешности квадратурной формулы Эйлера-

Маклорена (17) на пространстве 
(6)

2 (0,1)L . 
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